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Resolucion de limites:

Algunos de los casos mds comunes que trabajaremos se muestran a continuacién como una
ayuda de memoria. Es cierto que existen otros casos pero no los veras en este curso. No los
mires mucho, sélo analizalo, trata de sacar una idea general y después haz muchos ejercicios.
El calculo de limites puede ser muy sencillo si no te dejas asustar por la cantidad de casos que se
puedan presentar y las dificultades aparentes de todos los ejercicios.
Los casos que se presentaran a continuacion seran:
1. Sustitucion directa.
NuUmero sobre cero.
Limites cero sobre cero (en division de polinomios).

2
3
4. Limites infinitos.
5. Numero sobre infinito.
6

Limites cero sobre cero (en funciones exponenciales y logaritmicas).

1) Sustitucidn directa:

En todos los casos vamos a intentar sustituir la variable y realizar las operaciones. En caso de
que la operacidn no se pueda realizar porque caiga en un caso “raro” podremos resolver el
limite por los métodos que se mostraran en los demas casos.

Ejemplo:

lim 5x2 = 45

x—3

éFacil no? ¢Y si tengo un polinomio en vez de monomio?

lim—2x?2+6x+9=9

x—3

Lo mismo pero mas veces. Lo que estamos aplicando ahi se llama algebra de limites en
particular lo que dice es:

lim f(x) + lim g(x) = lim f(x) + g(x)

xX—a xX—a xX—a

Esto ademas se cumple para la resta, multiplicacion y divisidn, en este caso debemos aclarar
que se puede siempre que el segundo limite no de cero, ya que como recordards no
podemos dividir entre cero.

En el cuaderno deberias escribir que dice el algebra de limites para esas operaciones.

Ejercicios: (para las expresiones exponenciales y logaritmos utiliza la calculadora)

Resuelve:
a) lim7x%+ 6x —10x* +2 = b) lim 6x%+ 6x = ¢) lim(—9x*+ 6x).3 =
x—0 xX—=2 x-1
2x+3
: 2 _2) — : _ - 3x+9 _
d) chl_rg(élx + 1)(6x —3) e) 91{1_1’2 >-9 ) lePS e
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g) lim e**7 (5x+7)= h) limLBx+4)= i)limLQ2x—6).e*+4x =
x--1 x—0 x—-1

2) Numero sobre cero:

Este tipo de indeterminaciones se presenta cuando resolvemos limites laterales.

Ejemplo 1:

. 2x+3
lim =
x-2" x — 2

Observemos que al intentar resolverlo por sustitucion directa el denominador se aproxima a
cero, este es un detalle importante, no estamos dividiendo entre cero sino entre algo que se
aproxima a cero por valores menores que el.

En estos casos lo primero es estudiar el signo del denominador asi sabremos si es cero por
izquierda o por derecha (valores negativos o positivos).

N

Sg(x-2) - ° * como el limite que estamos estudiando es el limite

cuando la x tiende2a 2 por la izquierda, observamos el signo y nos dice que cuando la x
tiende a dos por la izquierda f(x) tiende a cero por la izquierda es decir 0~.
Por lo que nuestro limite sera:

. 2x+3 7
xllgl— x—2 - 0- -

El signo del infinito nos viene dado por la regla de los signos en caso de que hubiera sido

07 el resultado seria +oo.

Ejemplo 2:
4x + 6 _

im ——=
x->-3+x%2—9

e 6 . .
Intentando resolverlo por sustitucién directa resulta — por lo que haciendo el signo del
denominador cuando la x tiende a menos tres por derecha, ise aproximara a cero por
derecha o izquierda? Inténtalo.

La solucién es —oo por si llegas a otra cosa.

Resuelve:
" Tx+2 - 2x —10 " xX+6 Dl 2x +3x%
@) xlgl—x—él B ) ertrsl+2x—12_ <) x—}£n5+x2—25_ )xlg]—xz—Sx+6_
x 3x 6x-12
1 = 1 S5x—10 = i 216 =
Ot DAmeres 9 e
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3) Indeterminacidn 0/0.

Si bien en el ejemplo anterior vimos una estrategia para salvar el problema de dividir un
numero entre un valor que se aproxima tanto como quiera a cero, la divisién cero sobre
cero es un caso distinto. En estos casos la solucién no es tan predecible ya que necesitamos
mas informacion respecto a la funcidén para poder dar una respuesta, por esta razén
decimos que estamos en una INDETERMINACION o que el limite es indeterminado.

En este caso veremos cdmo resolver estos limites cuando el 0/0 se produce en funciones

racionales (polinomios sobre polinomios)

Ejemplo 1:

 x?-5x+6 0 ]

lim —— = — indeterminado
x—-2 X —2 0

Como la indeterminacién se produjo por polinomios vamos a factorizar (escribir como
multiplicacién) los polinomios que aparecen, en particular el de segundo grado, y la

herramienta a utilizar es el esquema de Ruffini.

1 -5 6
2 2 -6
1 -3 0
- ~ J
(x-3)

Por el esquema de Ruffini por tanto sabemos que se cumple la siguiente igualdad:
x2—5x+6=(x—3)(x—2)
El (x-2) es porque debemos poner el cociente que resulta del esquema (x-3) por x menos la

raiz por la que bajamos el polinomio (siempre le cambiamos el signo a esa raiz).

De aqui que:
i x*=5x+6  (x—-3)(x-2) L
2 x—2 i (x-2)

(x-2)/(x-2) da uno por eso lo puedo tachar si quiero.

Ejemplo 2:
. 2x3—-5x2+6x—3
lim 5 = ind.
x-1 x%—x
2 -5 6 -3 1 -1
1 p -3 0 1
2 -3 3 1 0 0

2x3 —5x2+6x—3=02x?-3x+3)(x-1) y x*—-x=(@(x-1)

Llevandolo al limite que queriamos resolver, tenemos que:
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o 2x3-5x2+6x—-3  [(2x2-3x+3)(x—-1)
lim = lim =2
x-1 x%2—x x-1 (x— 1)
Ejemplo 3:
I 3x+9 d
ey -
3x+9 ) 3(x+3)

lim ———= lim ———— = lim —— = ; Darda infinito?
x-=3x24+6x+9 x--3(x+3)(x+3) x-3x+3 ¢ f

Para saber la respuesta, recordemos que en el caso de un nimero sobre cero realizabamos
el signo del denominador. Esto lo haciamos para el limite lateral que se nos pidiera (por
derecha o izquierda), pero en este caso como no se nos pide por ninguno en particular
debemos hacer los dos. En caso de que los limites resulten iguales el limite tiene como

solucidn ese valor y en caso contrario diremos que no existe el limite (condicion necesaria y

suficiente para la existencia de limite).

lim =
x->-3"x+3

Sg (x+3) - +
? lim —— = 2
xirp?»x + 3 B
g

= o0
x-»>-3tx + 3
Sg (x+3) - /+

-3

Ejercicios:

i x*—16 0 i x+7 i x*—11x+30
@) lim——7"= ) i e r7 . O MMe e
o 2x—10 | 7x?—7x i -3
) xl—>5x2 —6x+5 e) xl—r}}) 2x N p xl»3+ x2—6x+9

2x—4
g) lim

4) Limites infinitos
Cuando trabajamos en limites con x tiende a infinito debemos ser cuidadosos ya que los
conjuntos infinitos no se comparan de igual manera que los conjuntos finitos, es decir con un

mayor o un menor. En el caso de las funciones, nos interesara que tan “rapido” se aproximan
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éstas a infinito cuando la x tiende infinito, en caso de que tiendan de diferente forma diremos
gue son de diferente orden.
Para resolver este tipo de limites utilizaremos la siguiente tabla:

Ord (Log)< Ord (Pol)< Ord (Exp)
¢Qué significa esto? Que las funciones logaritmicas van a tender a infinito mas “lento”
gue las polindmicas, y que las polindmicas haran lo mismo con las exponenciales.
Analicemos dos casos: primero cuando las funciones tienen expresiones polindmicas y
luego cuando involucran potencias o logaritmos.
Caso 1

Ejemplo 1:
lim 3x24+5x+4 =40

xX—+00

Ejemplo 2:

lim —2x% +4x — 1 =ind.

x—+00

La indeterminacidn se produce porque como mencionamos antes se nos presenta una
resta de infinitos, en este caso el primer monomio (—2x?%) seria menos infinito y el
segundo (+4x) mas infinito, por lo que la suma ¢?.

El procedimiento que se podria hacer en estos casos es sacar factor comun la x con el

mayor exponente que aparezca:

4 1
lim —2x*+4x—1= lim x*(-2+-——) = -
xX—+00 xX—+00 X X
-2 + 0 - O

Observemos que salvo el término principal los demas resultan cero por ser un nimero sobre

infinito. Generalizando un poco la idea:

. _ . An-1 Qo .
lim a,x™+ ap_x" 1+ -+ay,= lim x" (an + + +—) = lim a,x" =
X xX—+00 —

>

x—+00 x—+0 xn

El signo dependera de la regla

de los signos
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Este procedimiento se puede hacer si x tiende a infinito y en cada caso no debemos realizar
todos estos pasos sino que solamente en el polinomio nos quedaremos con el término
principal.

Ejemplo 3:

lim —3x34+2x+7x% = lim 7x® =4+

xX——00 X——00

Ejemplo 4:
lim e6x+10x*—4x® =+ooo O O

X—+00

Ejemplo 5:
lim, 400 L(—6x + 8x>) = +0

Ejemplo 6:

Ejercicios (para el caso 1):

a) lim 7x° = b) lim 6x2—3x+9= ©¢) Jim 3x3 —6x%2 —10 =

d) xEere_x4+2x+6 = e) xl—i>r—noo —ge—2x*+10x _ ) xﬁ@m(2x5 — 7x2)(e~3) =

g9) lim L(7x?> —5x +9) = h) xl_i)rPOOL(Bx +6).e73X2%° (4x — 6x2) =
Caso 2:

Como ya mencionamos las funciones exponenciales, polinémicas y logaritmicas pueden valer
infinito cuando x tiende a infinito, pero éstas tienden a infinito de distinta forma, por lo que
diremos que son de distinto orden. Si una funcién es de mayor orden que otra, a la segunda la
pensaremos como un nimero real y no como un infinito. Por lo tanto los limites que siguen
muestran los procedimientos que realizaremos en cada caso:

Ejemplo 1:

. L(x3+6x+9)
Jim o 4x—16 =

ind.

Como las dos funciones tienden a infinito, se nos presenta un clasico ejemplo de

indeterminacion de la forma infinito sobre infinito por lo que usamos la siguiente regla:

e Si el numerador tiene mayor orden da infinito

¢ Siel numerador tiene menor orden da cero
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o L(x3+6x+9) . L(x®
xl_l)rfoo o 4x—16 = xl_l)rfoo ohx 0
Ejemplo 2:

_£a3 2

y p—6x3+2x
im —————
x——-00—3x0 +4x — 6

e Y sitenemos una suma o resta de infinitos nos

qguedamos con el infinito de mayor orden.

Ejemplo 3:
lim 7x? —6x7 +e3* = lim e3* = +oo
X—+00 xX—+00

Ejercicios (para el caso 2):

i —5x + 3x° +8x% 0l 2x+1 i e*—x

W Jim == D) st Ol e
A Lx-x* " Lx +x* i Lx +e*™ +x*
) wotmer +x3  aode x5 H xohtn —ed* 4 x5

g) lim (e3* —x)(—5x%2 — 3x) =
x—+00

5) Numero sobre infinito:

Utilizando tablas de limites sabemos que % = 0. El saber si es cero por derecha o izquierda

(en realidad por arriba o por abajo ya que estamos trabajando en el eje y), me lo brinda la

regla de los signos. Por lo tanto lo mostramos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1:
5
. — . = +
A 2 gy 0
Ejemplo 2:
im 75 = lim = o-
x—1>r—noo 6x3 - x—l>r—noo 6Xx -
Ejercicios:
i -3 0 2x? . 6x? —3x—-1
Q) lm 6~ ) m o O I e e
_ B . 12x+6x°
d) xl_1>rPooe—3x+16x4+5 = e xl_lf_noo —2x+x7

6) Limites cero sobre cero (con exponenciales y logaritmicas):
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Para resolver este tipo de limites debemos definir previamente a que llamamos

infinitésimos.

Definiciéon: Dada una funcion f, diremos que f es un infinitésimo para x — a si se cumple
que:

lim f(x) =0

xX-a

Eiemplos de infinitésimos son:

1) f(x) = x* — 2x + 1 es un infinitésimo para x — 1 ya que:

limx?—-2x+1=0

x-1

2)h(x) =e*—1 parax -0
lime*—-1=0

x-0

3)g(x) =L(x) parax -1
limL(x) =0
x-1

Teorema: El resultado de un limite no varia si se cambia un infinitésimo por otro infinitésimo

equivalente.
¢Pero qué es un infinitésimo equivalente?

La definicidn de Infinitésimos equivalentes:

Dos infinitésimos f y g son equivalentes para x — «a siy sélo silim,_,, % =

En particular nosotros usaremos los siguientes infinitésimos equivalentes para resolver

limites y el simbolo para indicar que dos infinitésimos son equivalentes es ~ .

e Siu— 0 entonces e*—1~u

e Siu—-1 entoncesL(u)~u-—1

Ejemplo 1:

x-2 X —2 x-2x — 2

e®* 2 -1~ (x-2)
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Cambiamos el infinitésimo exponencial por su infinitésimo equivalente, recurriendo también

al teorema que afirma que el resultado del limite no varia.

Ejemplo 2:

L(2x-3) . 2x—-3-1 . 2x—4 o 2(x—2)
m—————-=lim—— lim——==
xX—>2 x—2 xX—2 x—2 x-2 X — 2 x-2 xX—2

3

L(2x —3)~2x — 4

Cambiamos un infinitésimo logaritmico por su equivalente, que es el logaritmando menos uno.

Ejemplo 3:
Lx—-L2
m% o = ind
X— - (=)
O
Propiedad:
a
L(a) — L(b) = L(—)
X X x—2
Lx—L2 _ . L(y)_l 7—1_1_ 2 _ g X2 1
2 x—2 ax—2 amx—2 rnx—2 x2(x-2) 2
Ejemplo 4:
ex+5_ 7
lim = ind
x-2 X —2 =
D
Propiedad:
e? —el =el(e® b —1)
- ex+5 —e’ . 67(€x+5_7 _ 1) - 67(€x_2 _ 1) . e7(x _ 2) ;
lim = lim =lim———— ¥ = lim————= =
x-2 X —2 x—2 x—2 x—2 x—2 x-2 (x —2)
Ejercicios:
3x+6 _ x%-4 _ e6X+6 _ 1
a)xlirpz x—2 b) }cl—rgxz —5x+6 - C)xlgzllx2 +5x+4=
e4x—5 _ e—5 er+3 _ ell L(3x _ 5)
Dlim— e = O Mg = Dm0~
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Lrx=20) _ o LA -LE) | LEE45) - L04)
T Txr24- MW D% =

xo1x3 —4x24+2x+1 x—-3 x2 -9
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